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2-EKSPONEN DIGRAPH DWIWARNA
ASIMETRIK DENGAN DUA CYCLE YANG
BERSINGGUNGAN
Mardiningsih, Saib Suwilo dan Indra Syahputra
Abstract. Let D asymmetric two-coloured-digraph on n = 2m, m = 4 vertices
with two cycles that has one common vertex and the length of each cyccle m and
m+1. Since D is asymmetric then there are two cycles with the length of m denoted
by 1 and 2, two cycles with the length m+1 denoted by 3 and 4 and also hve cycles
with the length 2. If 1 and 3 have exactly one blue arc, this research shows that by
using of sub matrices with order of 2 × 2 and determinant 1 from matrix cycle in
D, then exp2(D) = 12(2n2 − n− 6). On the other hand, based on empirical data it
has been showed that 2-exponent of D can be found by using (h, k)-walk with h red
arc as same as k blue arc. This fact concludes exp2(D) = 12(n2 + 2n).
1. PENDAHULUAN
Digraph merupakan salah satu disiplin ilmu matematika. Suatu di-
graph terdiri dari titik-titik yang dihubungkan oleh garis berarah. Titik-titik
tersebut disebut verteks dari digraph dan garis berarah yang menghubung-
kan titik-titik tersebut disebut arc dari digraph. Suatu digraph dikatakan
terhubung kuat bila untuk setiap pasangan verteks u dan v terdapat walk
dari u ke v dan walk dari v ke u. Suatu digraph D adalah primitif jika dan
hanya jika terdapat bilangan bulat positif k sehingga untuk setiap pasangan
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verteks u dan v terdapat walk dari u ke v dengan panjang k. Bilangan
bulat terkecil dari k yang demikian disebut eksponen dari digraph yang
dinotasikan exp(D).
Penelitian digraph sampai saat ini masih difokuskan pada digraph-
dwiwarna. Digraph-dwiwarna, disingkat 2-digraph adalah digraph yang arc-
arcnya terdiri dari dua warna, warna arc yang dipakai di sini adalah warna
merah dan biru [3]. Suatu digraph-dwiwarna D adalah 2-primitif bila ter-
dapat bilangan bulat tak negatif h dan k sehingga untuk setiap pasangan
verteks u dan v di D terdapat walk dari u ke v dengan panjang h + k
dan terdiri dari h arc berwarna merah dan k arc berwarna biru. Bilan-
gan bulat positif terkecil h+ k diantara semua bilangan bulat tak negatif h
dan k yang demikian disebut 2-eksponen digraph dwiwarna D yang dino-
tasikan exp2(D). Riset tentang 2-eksponen dari digraph-dwiwarna dimulai
oleh Shader dan Suwilo [6]. Mereka memperlihatkan bahwa bila D adalah
digraph-dwiwarna 2-primitif atas n verteks, maka 2-eksponen terbesar dari
D terletak pada interval
[
1
2(n
3 − 5n2, 32n3 + n2 − n
]
. Sejak itu riset tentang
2-eksponen digraph-dwiwarna mulai berkembang (lihat [5, 4, 7, 9]).
Selanjutnya, riset pada 2-eksponen digraph-dwiwarna berkembang pa-
da kelas digraph dwiwarna asimetrik. Riset pada kelas digraph-dwiwarna
asi-metrik telah dilakukan oleh Suwilo [7] yang menentukan 2-eksponen
dari digraph dwiwarna komplit asimetrik. Pada tahun 2008, Suwilo mem-
perlihatkan bahwa bila D adalah digraph-dwiwarna yang berbentuk lol-
lipops dan asimetrik maka exp2(D) 6 (s2 - 1)/2 + (s + 1)(n - s).. Se-
hingga seperti riset yang dilakukan Goa dan Shao [4], Shader dan Suwilo [9]
dan [8] maka penelitian untuk 2-eksponen dari digraph-dwiwarna asimetrik
yang terdiri dari dua cycle perlu dilakukan. Andaikan D adalah digraph-
dwiwarna asimetrik dengan dua cycle yang bersinggungan (memiliki satu
verteks persekutuan). Karena D adalah asimetrik maka komposisi cycle-
cycle dari digraph-dwiwarna tersebut adalah[
r(γ1)
b(γ1)
]
,
[
r(γ2)
b(γ2)
]
,
[
r(γ3)
b(γ3)
]
,
[
r(γ4)
b(γ4)
]
,
dan
[
1
1
]
yang mana γ1 dimulai dari vm → v1 → v2 → v3 → · · · → vm−1 →
vm, γ2 dimulai dari vm → vm−1 → · · · → v2 → v1 → vm, γ3 dimulai dari
vm → vm+1 → vm+2 → · · · → vn−1 → vn → vm, dan γ4 dimulai dari
vm → vn → vn−1 → vn−2 → · · · → vm+1 → vm. Tulisan ini difokuskan
untuk mencari batas atas 2-eksponen dari digraph-dwiwarna D tersebut .
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2. BATAS ATAS 2-EKSPONEN DIGRAPH DWIWARNA
MELALUI SUB MATRIKS
Tulisan ini membahas tentang 2-eksponen digraph-dwiwarna dengan
dua cycle yang bersinggungan. Hasil utama dalam penelitian ini berupa
batas atas 2-eksponen digraph dwiwarna asimetrik dengan dua cycle yang
bersinggungan. Andaikan D adalah digraph-dwiwarna asimetrik atas n =
2m,m ≥ 2 verteks dengan dua cycle yang bersinggungan dengan panjang
masing-masing cycle adalah m dan m+1. Karena D adalah asimetrik maka
komposisi cycle-cycle dari digraph-dwiwarna tersebut adalah[
r(γ1)
b(γ1)
]
,
[
r(γ2)
b(γ2)
]
,
[
r(γ3)
b(γ3)
]
,
[
r(γ4)
b(γ4)
]
,
dan yang mana γ1 dimulai dari vm → v1 → v2 → v3 → · · · → vm−1 → vm,
γ2 dimulai dari vm → vm−1 → · · · → v2 → v1 → vm, γ3 dimulai dari
vm → vm+1 → vm+2 → · · · → vn−1 → vn → vm, dan γ4 dimulai dari
vm → vn → vn−1 → vn−2 → · · · → vm+1 → vm.
Lemma berikut ini, akan memberikan jaminan untuk digraph-dwiwarna
asimetrik dengan dua cycle yang bersinggungan sehingga 2-primitif.
Lemma 2.1 Andaikan D adalah digraph-dwiwarna asimetrik atas n = 2m
verteks dengan dua cycle yang memiliki satu verteks persekutuan dengan
panjang masing-masing cycle adalah m dan m+ 1. Misalkan cycle matriks
M di D adalah
M =
[
a m− a b m− b+ 1 1 · · · 1
m− a a m− b+ 1 b 1 · · · 1
]
Dengan m ≥ 2, 0 ≤ a ≤ m, dan 0 ≤ b ≤ m + 1. Maka D adalah 2-primitif
jika dan hanya jika gcd(m− 2a,m− 2b+ 1) = 1.
Bukti. Andaikan ci menyatakan kolom ke-i dari cycle matriksM . Misalkan
entri x1i menyatakan entri yang terletak pada baris ke-1 dan kolom ke-i
dari cycle matriks M . Kurangkan ci dengan x1i kali dari kolom ke-5 untuk
i = 1, 2, 3, 4. Sehingga diperoleh matriks seperti berikut[
0 0 0 0 1 · · · 1
m− 2a 2a−m m− 2b+ 1 m− 2b+ 1 1 · · · 1
]
Content dari matriks tersebut sama seperti M , dan akan menjadi 1 jika dan
hanya jika gcd(m− 2a,m− 2b+ 1) = 1. Jadi, D adalah 2-primitif jika dan
hanya jika gcd(m− 2a,m− 2b+ 1) = 1.
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Andaikan D adalah digraph-dwiwarna asimetrik atas n = 2m, m ≥ 4
verteks dengan dua cycle bersinggungan yang panjang masing-masing cycle
m danm+1, γ1 dan γ3 masing-masing memiliki tepat satu arc biru. Lemma
1 menjamin bahwa terdapat submatriks dari cycle matriks M di D yang
memiliki determinan 1. Proposisi berikut ini akan memperlihatkan batas
atas 2-eksponen digraph-dwiwarna asimetrik D yang dapat dicapai dengan
menggunakan submatriks tersebut.
Proposisi 2.1 Andaikan D merupakan digraph-dwiwarna asimetrik atas
n = 2m,m ≥ 4 verteks dengan dua cycle yang memiliki satu verteks perseku-
tuan dengan panjang masing-masing cycle m dan m + 1, 1 dan 3 masing-
masing memiliki tepat satu arc biru. Misalkan cycle matriks M di D mem-
punyai submatriks ordo 2 × 2 dengan determinan 1. Maka exp2(D) ≤
1
2(2n
2 − n− 6).
Bukti. Andaikan cycle matrik dari D adalah M ,
M =
[
m− 1 1 m 1 1 · · · 1
1 m− 1 1 m 1 · · · 1
]
Tanpa menghilangkan keumumannya, dari cycle matrik M diperoleh suatu
submatrik N berordo 2×2 yang determinannya 1, yaitu N =
[
m m− 1
1 1
]
dengan
[
m− 1
1
]
dimulai dari vm → v1 → v2 → v3 → · · · → vm−1 → vm,[
m
1
]
dimulai dari vm → vm+1 → vm+2 → · · · → vn−1 → vn → vm. Oleh
Lemma 1, cycle matriks M memiliki content 1. Akibatnya D adalah 2-
primitif. Untuk setiap pasangan verteks u dan v di D, andaikan puv adalah
sebuah path terpendek dari u ke v . maka diperoleh suatu persamaan baru,
yakni
l
′
r = max
u,v∈V
{r(puv)− (m− 1)b(puv)} (1)
l
′
b = max
u,v∈V
{mb(puv)− r(puv)} (2)
dengan V adalah himpunan verteks di D.
3. BATAS ATAS 2-EKSPONEN DIGRAPH DWIWARNA
MELALUI (h, k) WALK TERPADU
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Bila path puv mengandung paling banyak dua arc biru maka kemu-
ngkinan r(puv) terbesar diperoleh dari verteks v2 ke v2m−1 atau dari verteks
vm−2 ke vm+2 yang melalui γ1 dan γ3. Sehingga l
′
r diperoleh apabila D
memuat path merah r(puv) dari u ke v dengan panjang 2m − 3 dan tidak
memuat path biru b(puv) dari u ke v, l
′
b diperoleh apabila D memuat path
biru b(puv) dari u ke v dengan panjang 2 dan tidak memuat path merah
r(puv) dari u ke v. Dari Persamaan 1 dan 2 diperoleh l
′
r = 2m − 3 dan
l
′
b = 2m.
Berdasarkan Lemma: Andaikan D adalah digraph-dwiwarna yang ter-
diri dari dua cycle yang memiliki paling sedikit satu arc pada masing-masing
warna.Misalkan s dan t merupakan bilangan bulat tak negative sedemikian
hingga puv
[
h
k
]
= M
[
s
t
]
.Maka
[
s
t
]
>
[
r(puv)
b(puv)
]
, untuk beberapa path
puv dari u ke v. Diperoleh (h, k)-walk dari u ke v di D dapat diperoleh den-
gan komposisi sebagai berikut,[
h
k
]
= N
[
s
t
]
(3)
untuk beberapa path puv dari u ke v dengan s dan t adalah bilangan bulat
tak negatif.
Pilih s = l
′
r = 2m− 3 dan t = l
′
b = 2m maka Persamaan 3 menjadi[
h
k
]
= N
[
2m - 3
2m
]
(4)
Karena setiap (h, k)-walk dari verteks u ke v dapat dibentuk melalui per-
jalanan u ke v yang mengelilingi cycle γ1 dan γ3 dan kemudian path puv
dari u ke v, maka [
h
k
]
=
[
r(puv)
b(puv)
]
+N
[
x1
x2
]
(5)
dengan
[
x1
x2
]
adalah solusi bilangan bulat tak negatif.
Sekarang akan ditunjukkan bahwa
[
x1
x2
]
adalah solusi bilangan bulat tak
negatif. Dari Persamaan 4 dan 5 diperoleh[
r(puv)
b(puv)
]
+N
[
x1
x2
]
= n
[
2m− 3
2m
]
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Sehingga[
x1
x2
]
=
[
2m− 3
2m
]
−N
[
r(puv)
b(puv)
]
=
[
2m− 3
2m
]
−
[
1 −(m− 1)
−1 m
] [
r(puv)
b(puv)
]
=
[
2m− 3
2m
]
−
[
r(puv)− (m− 1)b(puv)
mb(puv)− r(puv)
]
=
[
2m− 3− (r(puv)− (m− 1)b(puv))
2m− (mb(puv)− r(puv))
]
Oleh Persamaan 1 dan 2 maka diperoleh l
′
r = r(puv) − (m − 1)b(puv)
dan l
′
b = mb(puv) − r(puv) untuk semua path terpendek puv, maka x1 ≥
0 dan x2 ≥ 0. Jadi, Persamaan 5 mempunyai solusi bilangan bulat tak
negatif. Ini mengakibatkan bahwa untuk setiap pasangan verteks u dan v,
ada uv-walk di D yang terdiri dari ((2m − 3)r(γ3) + 2mr(γ1)) arc merah
dan ((2m − 3)b(γ3) + 2mb(γ1)) arc biru. Sehingga, sebuah (h, k)-walk dari
verteks u ke v dapat dibentuk dengan cara sebagai berikut. Walk dimulai
dari verteks u, mengelilingi cycle γ3 sebanyak x1 kali dan cycle γ1 sebanyak
x2 kali, kemudian kembali ke u dan selanjutnya ke v melalui path puv.
Jadi, h+k = (m+1)(2m−3)+m.2m = 4m2−m−3 = 12(2n2−n−6).
Berdasarkan data empiris, bila D adalah digraph-dwiwarna asimetrik
atas n = 2m, m ≥ 4 verteks dengan dua cycle bersinggungan yang panjang
masing-masing cyclem danm+1, dengan γ1 dan γ3 masing-masing memiliki
tepat satu arc biru, maka untuk setiap pasangan dua verteks u dan v di D
dapat dibentuk (h, k)-walk terpendek dari u ke v dan dari v ke u dengan h
arc merah sama dengan k arc biru. Fakta baru ini, akan digunakan dalam
pembuktian proposisi berikut ini, sehingga akan diperlihatkan bahwa batas
atas 2-eksponen digraph-dwiwarna asimetrik D yang diperoleh lebih baik
daripada batas atas 2-eksponen digraph-dwiwarna asimetrik D di Proposisi
3.
Proposisi 3.2 Andaikan D merupakan digraph-dwiwarna asimetrik atas
n = 2m, m ≥ 4 verteks dengan dua cycle yang memiliki satu verteks perseku-
tuan dengan panjang masing-masing cycle m dan m+1, γ1 dan γ3 masing-
masing memiliki tepat satu arc biru . Maka exp2(D) 6 12(n2 + 2n).
Bukti. Karena D adalah asimetrik cukup ditunjukkan bahwa untuk setiap
verteks u dan v di D ada sebuah (e, e)-walk dengan e = 14(n
2+2n). Karena
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D asimetrik, untuk setiap verteks u di D ada (1, 1)-walk dari u ke dirinya
sendiri. Misalkan u dan v adalah dua verteks berbeda di D dan misalkan puv
adalah path berarah dari u ke v. Perhatikan bahwa r(puv) 6 n ¡ 14(n2+2n).
Jika r(puv) = b(puv), dengan menggunakan (1,1)-walk maka dapat dicapai
(e, e)-walk sehingga bukti selesai. Jadi, asumsikan bahwa r(puv) 6= b(puv)
dan tanpa menghilangkan keumumannya anggap bahwa r(puv) > b(puv).
Pembuktian ini akan ditunjukkan atas 3 kasus, yaitu :
Kasus 1 : Bila verteks u dan v terletak di γ1 atau γ2. Andaikan pum(γ1)
adalah path dari verteks u ke verteks m melalui γ1 dan pmu(γ1) adalah path
dari verteks m ke verteks u melalui γ1. Sebuah (e, e)-walk dari verteks u
ke v dibentuk dengan cara sebagai berikut. Walk dari u ke v tersebut di
mulai dari u, kemudian mengikuti path pum(γ1) ke verteks m, lalu men-
gelilingi
[
1
m
]
sebanyak (r(puv) − b(puv)) kali dan kembali ke m, setelah
itu mengikuti path pmu(γ1) ke verteks u, kemudian mengelilingi
[
m− 1
1
]
sebanyak (r(puv)− b(puv)− 1) kali dan kembali ke u, akhirnya ke v melalui
puv. Komposisi dari walk tersebut adalah[
r(wuv)
b(wuv)
]
=
[
r(puv)
b(puv)
]
+ (r(puv)− b(puv)− 1)
[
m− 1
1
]
+(r(puv)− b(puv))
[
1
m
]
+
[
r(pum)
b(pum)
]
γ1
+
[
r(pmu)
b(pmu)
]
γ1
Karena [
r(pum)
b(pum)
]
γ1
+
[
r(pmu)
b(pmu)
]
γ1
=
[
m− 1
1
]
,
maka [
r(wuv)
b(wuv)
]
=
[
r(puv)
b(puv)
]
+ (r(puv)− b(puv))
[
m
m+ 1
]
,
sehingga
a. Untuk m bernilai genap, r(puv) + b(puv) 6 m2 maka[
r(wuv)
b(wuv)
]
=
[
b(puv) + r(puv)− b(puv)(m+ 1)
b(puv) + r(puv)− b(puv)(m+ 1)
]
6 (r(puv) + b(puv))
[
(m+ 1)
(m+ 1)
]
6 m
2
[
(m+ 1)
(m+ 1)
]
=
[
1
8(n
2 + 4)
1
8(n
2 + 4)
]
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b. Untuk m bernilai ganjil, r(puv) + b(puv) 6 m−12 maka[
r(wuv)
b(wuv)
]
6 m− 1
2
[
m+ 1
m+ 1
]
=
[
1
8(n
2 − 4)
1
8(n
2 − 4)
]
Kasus 2 : Bila verteks u dan verteks v terletak di γ3 atau γ4.
Andaikan pum(γ4) adalah path dari verteks u ke verteks m melalui γ4 dan
pmu(γ4) adalah path dari verteks m ke verteks u melalui γ4. Sebuah (e, e)-
walk dari verteks u ke v dibentuk dengan cara sebagai berikut. Walk dari u
ke v tersebut di mulai dari u, kemudian mengikuti path pum(γ4) ke verteks
m, lalu mengelilingi
[
m− 1
1
]
sebanyak (r(puv)−b(puv)) kali dan kembali ke
m, setelah itu mengikuti path pmu(γ4) ke verteks u, kemudian mengelilingi[
1
m
]
sebanyak (r(puv)− b(puv)− 1) kali dan kembali ke u, akhirnya ke v
melalui puv. Komposisi dari walk tersebut adalah[
r(wuv)
b(wuv)
]
=
[
r(puv)
b(puv)
]
+ (r(puv)− b(puv))
[
m− 1
1
]
+ (r(puv)− b(puv)− 1)
[
1
m
]
+
[
r(pum)
b(pum)
]
γ4
+
[
r(pmu)
b(pmu)
]
γ4
Karena [
r(pum)
b(pum)
]
γ4
+
[
r(pmu)
b(pmu)
]
γ4
=
[
1
m
]
,
maka [
r(wuv)
b(wuv)
]
=
[
r(puv)
b(puv)
]
+ (r(puv)− b(puv))
[
m
m+ 1
]
,
sehingga:
a. Untuk m+ 1 bernilai genap, r(puv) + b(puv) 6 m+12 maka
[
r(wuv)
b(wuv)
]
=
[
b(puv) + r(puv)− b(puv)(m+ 1)
b(puv) + r(puv)− b(puv)(m+ 1)
]
6 (r(puv) + b(puv))
[
(m+ 1)
(m+ 1)
]
6 m+ 1
2
[
(m+ 1)
(m+ 1)
]
=
[
1
8(n
2 + 4n+ 4)
1
8(n
2 + 4n+ 4)
]
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b. Untuk m+ 1 bernilai ganjil, r(puv) + b(puv) 6 m2 maka[
r(wuv)
b(wuv)
]
6 m2
[
m+ 1
m+ 1
]
=
[
1
8(n
2 + 2n)
1
8(n
2 + 2n)
]
Kasus 3 : Bila verteks u berada di γ1 atau γ2 dan verteks v berada di γ3
atau γ4.
Sebuah (e, e)-walk dari verteks u ke v dibentuk dengan cara sebagai
berikut. Walk dari u ke v tersebut di mulai dari u, kemudian mengelilingi[
m− 1
1
]
sebanyak (r(puv) − b(puv)) kali dan kembali ke u, setelah itu
mengikuti path puv ke verteks v, kemudian mengelilingi
[
1
m
]
sebanyak
(r(puv)−b(puv)) kali dan kembali ke v. Komposisi dari walk tersebut adalah[
r(wuv)
b(wuv)
]
=
[
r(puv)
b(puv)
]
+ (r(puv)− b(puv))
[
m− 1
1
]
+(r(puv)− b(puv))
[
1
m
]
=
[
r(puv)
b(puv)
]
+ (r(puv)− b(puv))
[
m
m+ 1
]
Karena r(puv) + b(puv) 6 m maka[
r(wuv)
b(wuv)
]
=
[
b(puv) + r(puv)− b(puv)(m+ 1)
b(puv) + r(puv)− b(puv)(m+ 1)
]
6 (r(puv) + b(puv))
[
(m+ 1)
(m+ 1)
]
6 m
[
(m+ 1)
(m+ 1)
]
=
[
1
4(n
2 + 2n)
1
4(n
2 + 2n)
]
Dengan menggunakan (1, 1)-walk, (e, e)-walk dari verteks u ke v di
setiap kasus maka dapat diperpanjang menjadi (e, e)-walk dari verteks u ke
v dengan e = 14(n
2 + 2n). Hal ini berakibat bahwa exp2(D) 6 12(n2 + 2n)
4. KESIMPULAN
Dengan menggunakan submatriks dari cycle matriksM di D diperoleh
exp 2(D) ≤ 12(2n2 − n − 6). Dengan menggunakan (h, k) walk terpendek
diperoleh exp 2(D) yang lebih baik, yakni exp 2(D) ≤ 12(n2 + 2n).
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